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1. a) Die Funktion
fiRP =R, fz1,20) = (221 — 32)°,

ist partiell differenzierbar (da die Koordinatenprojektionen (z1,z2) — x1 und (21, x2) — =2
partiell diffbar sind, ist auch (z1, x2) — 221 —x9 partiell diffbar und damit auch die 3. Potenz
(w1, 22) — (221 — 22)? partiell diffbar) mit

alf(l'l,l’g) =3 (2 r1 — 132)2 -2=06 (2 xr1 — :E2)2

und
82f($1,:132) =3 (2 Ir1 — .CC2)2 . (—1) =-3 (2 Ir1 — x2)2
fiir alle (z1,22) € R2.

b) Die Funktion
g:R?> 5 R, g(x1,22) = sinxy - cos xa,

ist partiell differenzierbar (da die Koordinatenprojektionen (z1,z2) — x1 und (21, x2) — =2
partiell diffbar sind, ist auch (x1,z2) — sinz und (21, x2) — cosxy partiell diffbar und
damit auch das Produkt (x1,x2) — sinx; - cos xo partiell diffbar) mit

019(x1,x2) = cosxq - COS T2

und
Oag(x1,x2) =sinzy - (—sinxy) = —sinzy - sinxy

fiir alle (71, 72) € R2.

c¢) Die Funktion
hiR2 5 R, h(zy,xs) = (22 + 1021 29 + 22) 71193,

ist partiell differenzierbar (setzt sich aus Produkt und Summe der partiell diffbaren Koordi-
natenfunktionen sowie aus Komposition mit der diffbaren e-Funktion zusammen) mit

Ohh(xy,x2) = (221 + 10 23) - "1t (22 + 10z z0 + 23) - (ex%”% (2 :El)) =
= (221 + 10wy + 22% 4+ 2022 25 + 221 23) €¥1 773
und
Oh(x1,x2) = (1021 + 2 22) - eTiHTs | (x% + 1021 20 + :1:%) . (emfﬂ% (2 xg)) =
=10z + 222 + 2$% ro + 202 m% +23;%’) T3

fiir alle (71, 29) € R2.



d) Die Wurzelfunktion [0, co[— R, t — /%, ist auf ]0, co[ differenzierbar; damit ist die Funktion

k:R? 5 R, k(zg,z) = 9 y/2? + 23,

zumindest in allen (z1,72) € R%\ {(0,0)} partiell differenzierbar mit

81k($1,$2) = x99 <1 (2 1‘1)) = 11T

2 2 2 2
2¢/x7 + x5 V] + x3

und

1 72 + 223
82k($1,1‘2) =1 \/m—i—xg- _— (2x2) — 211 2%
P NI N

2

Wir untersuchen nun die partielle Diffbarkeit von f im Punkt a = (a1, a2) = (0,0).
Die 1. Schnittfunktion durch (0, 0)

g :R—=R, gi(z1) = k(z1,0) =0,
ist die Nullfunktion, also differenzierbar; insbesondere fiir a; = 0 gilt dann
01k(0,0) = ¢1(0) = 0.

Die 2. Schnittfunktion durch (0,0)

g2 :R—= R, go(xs) = k(0,20) = 22 \/ 23 = 22 |22],

ist wegen
—g2(0
g92(x2) — 92(0) _ wp x| ] — 0
zo —0 xro z2—0

an der Stelle as = 0 differenzierbar und es ist dann

92k(0,0) = g}(0) = 0.

a) Da die Koordinatenprojektionen (z,y) — x und (z,y) — y stetig, und Quotient, Produkt
und Summe stetiger Funktionen wieder stetig sind, ist f in allen Punkten der offenen Menge
R2\{(0,0)} stetig.

f ist auch stetig in (0, 0), denn fiir (x,y) € R?, (z,y) # (0,0), gilt

$3—y3 ’xS_yS‘
0< 15 y) = 70,0 = |5 7s] = o
ja? lyl® a’ y?
—x2+y2+x2+y2 = Il 22 + 92 ‘y’x2+y2
<1 <1

IN

lz| + |y — 0+0=
(z,y)—(0,0)

Also gilt

lim z,y) = f(0,0),
(a:,y)—>(0,0)f( y) = £(0,0)

und damit ist f stetig in (0,0).



b)

Da die Koordinatenprojektionen (x,y) — x und (z,y) — y partiell differenzierbar, und
Quotient, Produkt und Summe partiell differenzierbarer Funktionen wieder partiell differen-
zierbar sind, ist f in allen Punkten der offenen Menge R2\{(0,0)} partiell differenzierbar
mit

grad f(z,y) = (3932(902 F12) — (2% —¥)2r  —3y2(a? +y?) — («° — y3)2y>
7 (22 4 y?2)? ’ (22 + y2)2
B (22 +y?)? ’ (22 + 42)2

). (@) # 0,0

f ist auch partiell differenzierbar in (0, 0):
Wir betrachten dazu den Differenzenquotienten der Funktion f im Punkt (0, 0) in z—Richtung:
Fiir x # 0 ist

3703

f(x,O)—f(O,O):iQ_Hp_O:lj N 17
z—0 T 3 -0
also ist £(2.0) — £(0.0)
. x, - ) _
81f(0,0)—3£1g%) 0 =1.

Wir betrachten den Differenzenquotienten der Funktion f im Punkt (0,0) in y—Richtung: Fiir
y # 0 ist

03 3

oy
FO.9) = f0.0) _wrz =0 _ = 1,
y—0 Y Y3 y—0
also ist 0 0.0
y—0

y—0
Damit ist die Funktion f im Punkt (0,0) partiell differenzierbar ist mit
grad f(0,0) = (01£(0,0), 92f(0,0)) = (1, —1).
Es gilt grad f(0,0) = (1, —1) # (0,0), also ist (0,0) kein kritischer Punkt von f.
Sei nun (x,y) # (0,0). Dann gilt
)

grad f(z,y) = (0,0) <= 2 +32%° + 220> =0 A —y* —32%% — 223y =0

= x4—y4+2xy3—23:3y20

= (2 =)@ + ) + 2ey(y* — 1) =0

= (2 —y*)(2® +y* —22y) =0

= (@ =)@ —y)?=0

= (e-yla+tyz-y)*=0 <= =y Vr=—y
Damit kommen als kritische Punkte nur die Punkte

(z,z) und (z,—x) mit z#0

in Frage. Nun ist aber fiir alle x # 0

)= (-9 20,

grad f(x,z) = (

und ebenfalls

grad f(w, —z) = ((22;24)2 : (555)42> = G_Z) 7 (0,0).

Also hat f keine kritischen Punkte.



3. Wir betrachten fiir die gegebene Funktion

L)t ) 2 00)
0, fir (z,y) = (0,0),

sinx - arctan (111

[RP =R, flry) =

ihren Differenzenquotienten im Punkt a = (0,0) € R? in z-Richtung

. 1
Fla,0) — £(0,0) _ sina-aretan (o) g i
= = -arctan | In —
z—0 T z |z|

fiir alle z # 0 und untersuchen, ob sein Grenzwert fiir x — 0 existiert. Der erste Faktor 148t sich
mit der Regel von de I’'Hospital behandeln, und es ist

. sinx . cosT 1
lim = lim =-=1;
x—0 X z—0 1 1

fiir den zweiten Faktor ergibt sich direkt

. 1 T
lim arctan | In — | = —,
z—0 |CC| 2

~—~

so dafl man insgesamt

. sin x 1 T
lim -arctan | In — = —
a—0 \ T |z| 2

N ——

—1 s
—3

erhélt. Folglich existiert die partielle Ableitung von f nach der 1. Variablen im Punkt (0,0), und
es gilt
f(l‘,O) — f(0,0)

. s
911(0,0) —ilg% T =9

4. Die beiden gegebenen Funktionen g : [a,b] — R und & : [a,b] — R sind stetig und auf |a, b[ stetig
differenzierbar, insbesondere also auf |a, b[ differenzierbar, und geniigen damit den Voraussetzungen
des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung; folglich gibt es Punkte £ € |a, b] und 1 € ]a, b[ mit

/ 9(b) — g(a) / h(b) — h(a)
==t =0 d h(n)=—"—= =0
=22 0 wnd W =" o,
wobei in (*) die zusétzliche Voraussetzung g(a) = ¢g(b) und h(a) = h(b) eingeht.

Da g und h auf |a, b[ differenzierbar sind, ist die Funktion

f:]a,b[X]a,b[—HR, f(xvy):g(x)h(y)a
partiell differenzierbar, und fiir alle (x,y) € ]a, b x ]a, b[ gilt

O f(z,y) =g'(x)-h(y) und  Oaf(w,y) =g(x) - H(y),
so daB (§,n) € ]a,b[ x ]a,b] wegen

Of(&m) =g -hn)=0 und  &af(&n) =g(&) h(n) =0,
g oy
zusammen also

gradf(&)ﬁ) = (alf(gan)v 82f(£a 77)) = (0’ 0)7

eine Nullstelle von grad f und damit eine kritische Stelle von f ist.



